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Bouaciones de orden supernioy
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y"' =5y +4y =0

El polinomio caracteristico es p(m) = m? — 5m + 4, la ecuacién caracteristica p(m) = m? —Sm-+4=0
tienc por rices my; = 4 v me = 1,que son distintas, por tanto las soluciones de la ecuacion son y; =
¥, ya = ¢%. La combinacion lineal de estas soluciones 1.i. es también solucion.

o= C1(i4$ 4 goe”,

"+ 6y + 9%y =0
p{m) = m® 4 6m + 9, m? + 6m + 9 = 0, raices: mq = —3 y ma = —3, estas raices son iguales,

3z

las soluciones son y; = xe™ 5% yp = e
4y = Cra€ T 4 ope T = 70 (cra +ca).
Y25y =0
p{m) = m? 4+ 25, m? + 25 = 0, raices: my = —Hi y my = 5i, estas raices son complejas conjugadas, las
Faices son Yy = &% yy = o7 B,
y = Gle:‘)i:r. + Czevﬁim;
usando las formula de Buler e = cos § + isend
Ia solucidn se escribe de fa forma
y = Acoshz + Bsende.
3y 2y =0
mAE3mE 2 =0, my=0,mg=—1,m3=—2;
Y = 162 4 e 4 ca;

2

gy €
Y= e = ey
e
yfl'f Py 0
m3=0,m =mas =1z =0
— - 2
Y = ey + - cynT.

y" + 6y 4 13y =0



mEGm+13=0; my=-3+24 my=—3—2y=cze * (Acos 2+ Bsenlz).

gy Ay = Ba+ 2

1. Resolvemos la ecuacion homogénea v — 4y = 0, que tiene por solucién v, = e;e2* + coe™ *7;

proponemos la solucion particular i, = Az + B de vaque f{x) = 3z + 2.

Calculando la primera y segunda derivada de esta solucion propuesta y,, = A,y = 0

sustituyendo en la ecuacion diferencial: 0 — 4 (Ax + B} = 3z + 2;
3
4

comp&r‘mdo cocficientes: —4A4 = 3y — B = 2;de aqui oblenemos 105 valores de las constantes A = —2
B = —1; sustituyendo en la solucién particular y,, = —3x — § =1 (£ 4 1) ;

la Soiuc?én general tiene fa forma ¥ = . +yp;
T
(E + 1) .
2.y — dy = 35
Yo = ;€% 4 ¢ gr““‘ se propoue Yp = A yaque f(z) = 3ebe:
Yy = 5AE™ y p = 2BAe™
25 A — ( ) e 2] AedT = 3e5F A = zi por tanto y,, == L%

i

y

9 _9 i
= 1627 4+ cge™ - =
Y 2 2

O
¥ = e 4 epeT 4 S
7

3.y =Ty = (z— 1)
y' =Ty =a® -2z +1;
y” - Ty = O tiene solucién  y, = c:;e‘ﬁ"’ + coe” ﬁx;

= Ax* 4+ Bx + C; Yy = 2Ax + By y, =24

.EA -7 (A2? + Bz + () = w2 -2+ 1
A =1, T = —2,24 - 7C = 1;
A=-1B=%C=-%;
yp= =P+ 2r - E =3 —20+1);

=, = 1f . . i
Y= (:1&1‘/—“” + a6 Ve _ 5 (;rz — x4+ ?)

4. y" + 4y = 3zenidz
Yy Ay =0
Yo = €y €08 21 4 cy8en21;
yp = AcosBr + Bsenda;  y, = —3dsendy + 3B cos 3z y, = —9Acosdz ~ 9Bsenda;
—9(A cos 3z + Bsen3uw) + 4 (A cos 3z + Bsenlzr) = 3sen3u;
—hAcosdz — BB seny = 3senlz;, ~5HA =0, —5B = 3, entonces A =0y B = w%
2



Up = ——%.smz..’i:r:;

Yy == 0y cos2x 4 cgsen2e — —senda.
! 5

it

y"' -y =e
Y=y =0

Yo = €1 + CazaCae” "

yp = Axe”*(proponemos esta solucion ya que en la solucion complementaria aparece ¢~ *);

Yy =de " {1l —z); y'=-Ac"(2~a}); ¥y =Ae"(3-1z);

sustituyendo en la ecuacidn diferencial:

A (3—a)—Ae™*(2—a)=c " A" Bwz-—-24x)=c"% A T=c"" Aml
€

Yp = EC

Y= 0 + Copotge F e

X

Loy —y' —2y=c
Yy —y' =2y =e T tiene por solucion Y. = e 4 e
Proponemos una solucion particular de In forma  y, = w4+ uszye; bay que calcular las funciones iy, us ¢
— =3
¢ &xX G_I

— ) SN S
e T nl = 2e% 4 T = 367,

calculamos el wronskiano W (x) =
Uy = '-f i "

N a T T —Rx
wg = fEgb—dyw L [ —dp = —fem37

i ; wr o= (Ll w137 o2z
formainos la solucion particular _( 5;) e +( 5e )c :

e 3 ET g, 1
mm -y | Sde = —gm

Yp = —3me” " — Lo Ftendremos la solucion general y = .. + vp;

. : [ I _ : -
y=rcyc F + g™ — e F - 3¢ T = caeT T 4 epeF — e *

2y 4y =secx
Y 4+y=0 y.= Acosx+ Bsenuz;
Yp = UWilh + Usye:

cOsX  seny

cen  cosa | = cos® z + sen® x = 1{en este gjercicio el wronskiano es constante);
- 5K 08T

W (.’L) =

ty ws — [ EEESNMD gy o [SE gy = p leos i

ity = ] sec u:{cnsmdw — [ SOSE o — a;

cOs X
Yp = coszlnlcos v} + wsen

y=coszlnicosr| +rsenr+ Acosw + Beena.
3.y -4yl =

y' — Ay =0;



yo = Cre®® + Che 2%,
Yp = Wl + Ual2;
(E:ZI E,—:?.,;r:

W (/I‘) = 25_2:1: _;zef'l'::

= (2672 ge®) — (2037 pe” ) = 2 - 2 = —4;

2w o

R Sudite ] .
Uy = f —ﬂ:%ifu—d:z: = f —ﬁ—;dt = ;l‘_}n.'x:;

. &521 1 gt . : ™
ug = [ —F—dr = — 3 [ %-du (esta integral sc resuelve aproximando a una serie);

. v
b= d Izl — [ [ o
1 gk o o .
iy = :i ""/';"{17-31 [ 2 -+ C[fiz'c o ()‘26 ZJ.

y"' — Gy = ?Ti
Yy Gy = O;
Ye = 01@3:" g (:72@-435:;

Yp = Ul + Uaya;
(33:1? GWS:I:

3(23’7: *"*3(_’,'“3‘? = ““3(’0 — 3(30 - 8

Dx -— 3w .

~ ER - By e B

Uy = — [ EEdy = £ [ ey = 38 (x4 1)
=% G . 13 G

D S o
I "'Ld,.__ P Opde = — 35 — 3.2
Uy = oz —g [ Oude = 15 = —2a%
o, = el Bze %% Be 9= -3z 9,07 . zeTis o8 Bt BT
Yp = € [" 17 “T] o7 [—qpa?] = =g — gy - Bf—

y = e + Che 3 — (

e 3z emfim 3:];2&&3::)

Py -2y =0
La ecuacién caracteristica es m? — m — 2 =0 cuyas raices (distintas) sonmy = —1y mg = 2.
las soluciones son y; = 2~ 1 ¥y = x%; por lo tanto

C

1 ;
Y= — + Cgﬂ?z.
L

2yt ey’ =0
La ecuacion caracteristica es m” = 00, con raices (iguales) my = ma = 0
las soluciones Li. son: 1, lnr;

Yy = ¢ + calna.



3.

22y xy' 4y =0
m? +1=10, conraices (complejas conjugadas) my =i,my = ~i;
y1 =cos{lnz), e = sen(lnz)

y = ercos{lnx} + cpsen (lnx).

3}" + 10zy’ + 8y = 22

mP e Om8=0, m =1 m =8
o
.sz: - "}f" ‘T‘ _r:sw

Ia solucion particular se encucnira por variacion de pardametros

El

Yp = Wy b gy = 5

i '

Y o T & - 3 | T_.

Wizye=| = N Rt sl A
T ] . . .
I

- B de o= L — .

wy = ~fj:f~.‘y-da,- 1 [atde = 4,

-3 d 1 91 z'9
up= [ —Fdr = -1 [2ddn = &

ot

) oy .’-i’_m
YELTTTE TR

Esta ecuacion también podemos resolverla haciendo el cambio de variablec 2 = ¢

con coeficientes constantes
LE+ 9% 4 8y = ¢

e
Yo () = e 6‘""& + fizt‘-"t;
8L “t
€ € ~ . ar
Wi = = —¢" I £ 89 = T Y,
( ) _SewSL —et !
e -
Uy = — I ﬁ:'—:i-‘a"t"dﬂ [(’imdi = — D(JOf,
, 2t i 3t I
up = — [ S—f-di = 1 [e¥dl = Fe¥;
A0 (e BEY 1B (b — L2
Up(th = —5ge!™ (e7%) + e (e71) = gy
-8t o, Vo
y(t) = e 4 e+ ome™

30
esta solucion estd en términos de t, regresando a la variable x
2
] (8] &€

Y=tk
I=7 7@ 30

(3 — 4)% 4" + 10 (S3zx+4)y' + 9y =0

t, para Hlegar a una ecuacion

Esta ecuacién no parece a simple vista una ecuacion de Cauchy-Euler, pero si hacemos ¢l cambio v = 34,

la ecuzlcién resuliante es una ecuacion C-E en térmunos de u.
gyl &l azu?- + 30?!"}'& 4+ 0y =0

10,4y . -
4 du~ + 7 3 U +y = 0;

Ecuacion caracteristica: m? + fm +1=0; my =—{ + J@ yomy = =%~

h



u') dzv
di?

Fcuacion caracterlstlca' m? + %m +1 =
Eisn 7 A1
yv(u) = cu” TN e E

regresando a la varlable X

+T” - +y = 0,

T3
0, my = —%+-—‘r‘;—:— ymy = —+

JIT

P(E) = 0y (B + 4) T 4 a(3x+4)7E
(~__ 2}”—2(x—l)y’~“4y30
Siw = x — 1, la ecuacion se transforma en u? Jz, 2y % 4y =0,
m=3m—4 =0 m =4, m=-1
))(1) = C}H4 + 072’
en términos de x;
Y =er(x=-1)"+ “%"%'Z"T

Reduccién de orden

I

Calcular una segunda solucion de x2y" +x(x = 1)y’ —y = Osiy; = e”
La solucién tendra la forma y = uy, donde u es una funcién a determinar y que esté relacionada

A
con una funcién v = u": caleulando v = £5= = cxe®, 1 = ¢ jxe ‘dy = ¢ e*(x ~ 1) + ¢2; asi que
€

2

= (e1e¥(x — 1) +c2)e™ = ¢1{x — 1} + ¢coe™; por lo tanto

V2= X— i
x?y" 2xy + {x? +2)y 0 31y; XCOSX
p= s o e ogecly
X7 C0sTXY x' COS".\'

i

u = {csecixdy = ¢jtanx +¢a;

= (e1 tanx + €2 )X COSY = €1 X1aNnXCOSX + C2XCOSX = C1XSeNX + C2X CosX
Por lo tanto

¥z = Xsenx
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Sié{f()} = F(s) se cumple que

l E{ft)e*} = Fs -~ a) 1 con a constante.

-

E{e%) = ¢ {1- e} = Lz eneste caso f(1) = 1.

P22 2! = 2
2. % "} = ey T G

et = A

ad

4 e sen2t} = FPglesqy = E—:—ﬁ)—:—l

2B R 11 T AN T I S 5 L 5430
(,{L cosh 4?‘-} = W]SM.H.‘_IQ = Wmmm(s+10)2-~§6'

U

] [P TSER DI B SO JOR ST ST P, LR LN Y
PG Propledsd deds dervada de lp sransiormada,

1. Si¢{f{t)} = F(s) entonces
i f (1)) = (—1)" i
efe®i} = (-1) & (ﬁ) =T ("(s:r%)‘z) = Grar

({teost} = (-1) f;é’ {feost} = {~1) % (51;) = - {S?:z;s;()%s)] = (Lf-f;ll)z-

2 _ 2 g2 el R i s 2(3s% -1
C{Psent} = (—1)" Ll {sent} = Ly (ﬁ) = 4 {(sﬁjl)ﬂ] - ((32-5-1)3).

B

Cad

=

Transtormmaas 4o Rngmney (gonoms

L. & {cos3tsen 5t}




sen{m=-nlz—sen{m—njr . .
- tenemos:

Usando cosmaxsenny =

1 gy 2 315 Lemm @ 1 2} 1 2 — 4 i
5/ {sen 8} + 5L {sen 20} = 5 (s'-‘+64) +3 (.52+4) = ¥ragn t e

2. {{costcos2t}
Usando cos ma cos ne = ms(m'?”“)m;m(”“")z lenemos:
Le{cos3z} + 0 {cos (—1) 2} = L€ {cos 3z} + L€ {cosx} = § (5_71_9) + 1 (?,—’_1) ;
{costcos 2t} = sotoyg + 53

304 {sen (—11’ + )} = é{son4tr0~, +sen % (0%4?} = (g__‘_lb) + £ (~~—16) =

é{*"’“ (4t + )} = Tw + z{a{—w) i \-/:16 (2 +3)-
4. &{e* cos (t + [3)}. donde o, 7 son constantes
C{eos (L + B3} = £{costcos 3 — senfsen F} == cos BE {cost} — sen F€ {sent};
{eos(t+ )} = cos § (q‘ 1) — sen {J (s%l) ;
Utilizando £ {f (i) ™'} = F (s — a) sia = o
t{e™ cos{t + 3)} = cos (————:ﬁ———) —sen 3 (m) .

(8?1

5. f{c*sen{t+ %)} = _\},__ {e*sent} + 1‘ é{f:zt cosi} sia =2
C{e¥sen(t+3)} =25 ( o] P z) + s ( g le s z)
E{e?sen(t+3)} = 3 L + ) Ity St

1 RN R "J’“ (523741 V2 (520741

DRI L PTAVERIGL

L. 5{53(2"“ SH(t - 2)} =2 {e P HE —2)} = e L {H(t ~ 2)} fsmsia] = o2 {fﬁ ls~»«s+1} ;

({eOH{E - 2)} = ¢ { ~‘“”}=eaw.

k] = 5

2EH (-3 = (1) L [ {H{ -3} = [ ‘] e ST e (B

3. {f{H(t—1_)¢~.(>sin1.t}=€{ff'(t—L)Cosl-]:u}—5!{1{(1~_1)e“}+ LELH(E— 1)e ),

¢{H(t —1)coshdi} =L [%} lsmrard + 5 [ } st = % [ 5:,1;} + '::,4”]

L)) = £ (s)

entonces

[ (P =11




La transformada inversa es un operador lineal

|71 {aF (5) + G (s)}=ad ™ {F ()80 (G (3)}]

S TN TUNDY DO TS SRS LSNP SR S
Pt Calouks de pranstormadas inverses otitfrando rmblas

1. Calcular £ {;—3'—{}

el =0 ()

Como sabemos que £ {e*'} = - entonces 3¢ ' ¢ Ao b = 3™
1 54

L€ 1{%}2‘1{;}“;{M}—_-él(tﬂsx/ﬁﬁ.

2 e {3 = 3(1{ }+m‘{ - }__'«:fos\/“fju"sen\/“f
fem 1 1 ] — gk 1 g1 6 1!
22 Llomvoieih

Sea H () = G (s) F(s). donde -1 {G} (s)} = g (1) vy €V {F ()} = [ (£);

£nionces

[P (G (3))) = € {F9)} s {C ()} =1 (1) # g (1)

La transformada inversa de funciones es la convolucién de las transformadas inversas

[P G =70 g(0}]

[F (s} G (s)} = [ (1) g (1))

L.a convolucion se define de la siguiente forma:

096 = [ £()gl—N

La convolucién es un operador que cumple la propiedad de connutatividad

R G e e e R G Rl

(5]



D-——-q‘ -~
S
~

I\J
—~
—
'
ks
=
iy
et
o
fai)
b
-

LI{"—E‘TE}zf (o) = e = o () (&)

1

s—a

£
e e b = et = [N 2 [Ny = e [N = e et 1)
- J J

Sabemos que ¢ { } = €% enlonces

51 £{f(t)} = F(s) entonces
L0~ a)H(t - o)} = e " F(s))]
(e P (s)) = f(t— a)H(t— a). |

)= e e B ) = {E) HO) e = S A -2,

b
-
.
e,

L3
e
—~
e

""-@-’" i -
S } =4t {qu_4 ’"‘3"’} = H{t)cost|s~pz = H(t — F}eos(t — §}.
R

4 ({sensH(t — L)} = C{eos (t = 3)LH{t — D)} = 455
5. f{costH{t —m)} = {sen{l —7)H({l — 7))} = ':_E :
1. dr Sy dy=1t )= -1

Aplicamos la transformada a ambos lados de la ecnacion

C{y' 42y} = £{1};

aplicando la propiedad de lincalidad

'} + 26 {y} = e{e);

tomando £ {y} =Y (s)y calcuhudo las transfonmadas

sY (s} — sy(0) -+ 2Y (s) =

aplicamos la condicion inicial y(O} = —1y factorizamos a ¥'(s)

4



Lad

Y(s){s+2)+1= g
despejando a ¥ (s)

e 1 i .
V() = G~

para obtener la solucion de la ecuacién, calculamos la transformada inversa de Y (5);

y({')mg_l{{b 2)9“} & 1{(e.~zJ}
k) = ) = e (=i

: t ; 2 o [ 22 ¢
g1 {(5*2)‘;.} [{1 W'Z(fv,\)(ﬁ/\ = E”Zi,h[“_\ez AN = e~ 2" [e: (/\ _ _)]

e )=t [T 6=+
b = b e =)

Sumando esta funcién con la transformada £~ { (%’,_2)} que es inmediata, tenemos

y(O)=4 ¢+ 3 (* ~ 1) - e,

reduciendo términos semejantes

ylty=3 (1 - § (Be~% +1)).

y" — 4y’ — 5y = 0,y(0) = 1,y'(0} = —L.

Cly" — 4y’ — by} = 0{y"} — 4 {y'} - 50 {y} = {0},
sid{y} =VY(s)

y” — 4y’ — Syt = 82V (s) — sy{0) — y'(0) — 4 (Y (s) —y(0) — 5Y (s) =
Aplicando condiciones iniciales

$2Y(8) = 8-+ 1 - 48Y (8) + 4 — 5V (5) = (;

Factorizando la transformada} (s)Y (s) (8* — 45 — 5) = 5 — 5;
Despejando Y'{s)

Y(s) = =25 = oo = =0

Aplicando la transformada inversa

sy = (=t {5}
y(t) = e~

¥+ = Ly{0) = 2,y/(0) = 3
ey +y}=€{1};

Yy} + ey} = £{1};

i {y} =Y (5)

Ll +y} =Y (s) —sy(0) =y (O) + Y(s) = &
Aplicando condiciones iniciales
Y (s) — 28 =3+ V{s}= 1;
Factorizando la transformada¥ (s)
Y{s)(s®+1) =284 3+ 3

0

th



=4

Despejando Y{s)

) 28 ugeYin b [
- . f T e 285 Bsn ]
¥ (S) B R SV E

Aplicando la transformada inversa
y(t) = 1Y (s)} = e {2l ]

Utilizando fracciones parciales para descomponer la tercer fraccion

y(t)z:zﬁ*’{gﬁl—)}mrfwl{ L 1)} e L) g {_1}
0= {3 (i) 0 )

Calculando las tranformadas inversas
Y(1) = cost + Isent + 1.

. Determina la carga en el capacitor en un circuito RC en serie donde ¢(0) = 0, R =25, (" = 0.08y

5 £<3 ] _ ., .
E{t) = { 0 t%3 }—-)H(é—.})
La suma de voltajes en la mallaes:
Ri+Lg= E(t);

E(2)
mg-i-qu_"mi%‘l’

Sustituyendo los valores constantes v el voltaje en la fuente
= SH(t=3
%% + 5 = w_%«'i;;:u
g+ g = 2H (L — 3);
aplicando transformada de Laplace para resolver esta ecuacién
£{q' +5q} =20{H (1 — 3)}}:
Sil{g} = @ (s) entonces
sCH3) — ¢q(0) + 5Q(s) =

aplicando la condicién inicial (12 carga inicial es cero);

s

Hshls + 5] = *
calculando la transformada inversa de ()

qty = QY = T g |
et = ae-ne Gyt = HE-3) E- s}q

q(t) = EH(i —3) (1 — e75=3))  carga en el capacitor para cualquier tiempo.

&

Aplica la transformada de Laplace para encontrar la carga g(f) enun circuito LRC cuando L = 14, B = 200
,C=005f, E(t) = 150V parat > 0, ¢(0) = 0e1(0) = 0.

La ecuacidn diferencial que miodela el comportamiento de la carga es

¢+ qur'+ni( g = £ﬂ3)

A

)



sustituyendo valores

q" + 209" + 200g = 150;
aplicando transformada
g + 209" + 200g} = €71 {150} ;

Si £ {q(t)} = Q(s)

$20Q(s) — 59(0) — ¢*(0) + 20 (sQ(s) — ¢(0)) + 200Q(s) = 132
aplicando condiciones iniciales

Q(s) (s + 20s + 200) = 122

5

— 50 .
Q(s) = srrrteramn;

— 1Enp-L 1 — -1 1 .
usando fracciones parciales y recordando el primer teorema de traslacion, tenemos
q(t) = =32 [(cos 10t + senlOt) €10 — 1]

i

') =1 —sent — [i(o)do, y(0) = 0 (estaes una ecuacion integrodiferencial)

o
4
Hy'()} = (;"{1 — sent — [ i(o) d.rr} ;
i}
sY () = y(0) = L — Ay — T2

Recordemos que »(0) = 0;
S2Y (8) = 1ot — Y(8);

p
51

Y {s) (32 - 1) = l-—'~

7

Y(s) = ot

N — g1 1 N S
y(t) = ¢ {{s>‘+1) - (s"’-&-])"}

y(t) = sent-£ cos.

i
C S Gy(t) + Qg’y (c)do =1, y0)=0

({% +6y(t)+9jy(6') dﬂ} = {1}

(g} +oetr oy} = ey,

Y {(s) — y(0) + 6¥ (s) + 9M = L;

Y (s} (s* +6s+9) = 1;

Y(s) = g

y(t) = te 3

. Calcula la corriente 4(f) en un circuito RC, cuando R = 10. C = 0.05] v E(t) = 2(t* + t).
La ecuacién que modela el comportamiento de la corriente es la ecuacion integrodiferencial



{
iR+ & [i(o)do = E(t);
i

dJ e B0

_.i__
RGO J2 o

c__.w

4
i+t [i(o)do = {12 +1);
o

E{i} + 1 1{f (U)da} EE{1) 20t}
Si€{i} = I(s) entonces

I(s)- _u“"“m( +l°)9

Y

mudtiplicando por esta igualdad por s
I{s g :
sl(s) ~ %0 = 35 (F+ )

I(s} =15 ('f"’(fi) + “{"2"%)> ’

0= 1) =i0= % { i + i

calculando las transformadas

i6) = & {10 (2609 (- 1))] ;

i(t) = —9 42t + 9 F.
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I
NI
P e
y = 55
cambiando de notacion:
dy 2741
do T Z-y

separando variables:
(2—y)dy = (:rz + 1) dx
imtegrando ambos lados de la igualdad:

2
2 —%: =:"%~—E—:Bwi-0
2 = 8ady?; ¥ (2) = 3 este es un problema de valor inicial
%{{ = 8z%dx
mi =2t +
1
Y

= T +

.y =dcos(z)sen(z);y (§) =0

dy = 4 cos (x) sen (x) dx
y =2 [ sen2zdy = 3 cos (22) + C
y = —cosdr -+ C

y(3)=0=—cos (25)+C; C=—1

=

y = —cos {2x) — 1



f (@, ) es homogenea de grado c si

F{tzdy) = t=f (x,y)

;‘—l-i_ = f(x,y) es una ED, homogénea si I es homogenea de grado cero

Ejemplo:

secs (#)

flay) = =fy

T il f &
o ty) = Sss bl o % (,")' = {(x.1 Ecuacion Homogénea
f { : j) ¥l!(‘!'::‘§€i‘§)‘) La 'E'E';*j"g f ( ! J) ¢ 8 ¢

flzy) = 3=
:—3 = f(x,y) [ homogénea: hacemos el cambio
Y = UE

Yoy
To UL

dy

diz %+ dan?

i

u+ 2% = f v, ur) = f{1u) = F(u)

T dx

pdt = F(u) —u = F(u)

“dax

I :f;‘ - = 42| Ecuacion scparable.

3
1 dy __ yex -y

dr z

comprobamos si es una ecuacion homogénea:

iy
g — BHEEE LRy po
proponemos el cambio = I3
la ecuacidén toma la forma:

cdu . uzeY+ur

:J,dm—é—u-—-mz

du o ou P . -‘U_"

I = ue ef =14+ 5+

%‘w‘e“ %= %2 para resolver la ecuacién hacemos una aproximacién en series de potencias;

o
In{xze) = / du
u
2. sen(ayly +y* —x =0
r—1 2

U S
v = sen{zy)’

to— 5y .
F e, ty) = m No es homopénea.

3. y! e i

Ty



flwty) = E55 = 354 = f (@)

v)
Y =
dy __ el ukl, mewa _ x(uel;
d'_?l+1'dm T t-wu! z—uxm T ox(l-u)
du w1 du n-1

+ R ol Y ay . w1l .
U Ld lowag? g da 1~ U
T e L = g dn du . Tn® Lt!u

1—u “dx? Toew T de

tn (x) = In(a) -+ C

1n (%) = (Chx)

H [ du = In(z) + C

arctan (u} — 3§ ln (1+u?) =In(z)+c

ardlan (i) +1In (%) C=In (t}+ec

u"

Algunas ecuaciones pueden resolverse proponicndo un cambio de variable distinto a w = £
Loy = oty
Ty = '11.2

(o)

gt e AT S (in _
[ P L rial!

Py dn o - 1l=u
Dudu .
= dx

[ =2 [ G2 f

1 ‘
= ) du

/T ¥y -2 (VrFy)=a+e

Zu—2In{u+1)=xt+c

_ lmdyrdy/letby) (e w) s (o)

(z4y)—{z—y)} -




I3

()

yr — % ”')1 = (2/]-—-— 2“%)

1 1 L Yy YO 5 T Fra]
PRV P (‘21’ Zu'siu:) T et e
PP .

ey Uy =& 4+ u

—ly = dx

—U =L+

L 4 2y = o
a{z) =2t
Ja(z)yde =t
p(t) = et”
y=c¥ fet'dt

y=e b (é(e."" 4 c)

Tt -yt te=0

1 2
iy = — o 4 "
v=m3



es?¥ = feTdt

>4
I
wf

{/ (L*" et 4 (:]

4y -2y =1
afa)=-=2 b{z}=1
fa(z)de =2
pla) = e [em 2o dy
y = ¥ [—ge7 % 4 o]

1 a,
iy = -_3 4 C(’.z'n

L ooy +y= =%
¥+ Ly =
Comparamos cony’ + Q {x}y = R{x}y”; entonces

Q)=+ R{x)=1% a=-2 w=y* porlo tanto haciendo un cambio de variable y sustituyendo
en la ecuacion diferencial se llega a:

€x

da AW . 3 ] arpmeian H
=+ 37 = 2 (Ue €5 uhA CCuAcion lineal.

Resolviendo:

plz) = 3 3 3

W= g ? f 373:—id.'1: = }lq— [3 I 1132(1:1:]
Integrando:

w= [P o] =1+ %

Sustituyendo en términos de w se Hega a:

2.y —y = ey

w =y
da e "
dx U=l

g

M (,’J,‘} = (n dir o
w(z) =" [ [ *da]
w(w) =e " [~5e* + 0]

w(x) = —4e” +ce” "

3 2%+t =y



'_
S

e
Il

Jatde=21nw+d

e xr

=i

il

Az — 2y

Loy = = 5
(3a* — 2ay) d + (2y — 2%} dy = 0
Identificando las funciones Af ¥y N v checando las condiciones de exactitud

ANM L ON 9.
By 2

by
Por lo tanto Ia ecuacion diferencial es exacta

Proponemos fa solucién como una funcion F = [ Mdx + f (y)
Sustituyendo M

F=[{(32% = 2xy)da+ [ ()

Integrando;

F=a®—a%y+ [y

Diferenciando con respecto a ¢ ¢ igualando con /V tenemos que
= fiy) =2 -2

ay
De aqui obteneinos
J'w) =2y

Por lo tanto f () = y* v la solucién propuesta 7 = ' nos da como resultado
a2yt = O
2. 2wyde + (z +3y?)dy =0
M=2xy N =ux%4+3°

AM . BN
dy T dx

F= [ Mds+ f(y)

F= [2ayde + f(y)
F=az%+ f(y)

% =t + [ {y) = 2% + 3y°

J () = 3y? por fo tanto f () = y*

= 2x

iy 4yt =C



Ejercicios miscelaneos



ECUACIONES DIFERENCIALES ‘

-é{v{-——:() ﬁzo
: : & &
Ecuaciones de Primer Orden
Problema 1, Seccion 2.6 (D. G. Zil) M z N
& &
*BERNOULLI*
9 x4 i=3y -1
dy 1 & &
>ty = f(x, )= [M(x.»)+2(»)
haciendo ¥ =¥ y)= I(Zx +4)+g(r)
w=y~ ( y)=x2+dx +g(y)
Dividiendo todo entre "X" Flx.y)
'x’ L] 1
&1, ] T g(y)= g (y) =3y -1
dx xy’ Gid
Pasandolo a la forma g(y)z%yz~ym(f
dw
g*ﬁ-(—l—ﬁ)P(x)rV =(-"1“'*H)P(x) f(xgy):_rz-;»él.x -g-%y"’-—y =
tenemOS'
dw 1 Problema 9, Seccion 2.4 (D. G. Zill)
— 3—w =3 —
dx x X
Sacamos factor integrante
1 3.2 _ 2 —
eijdx L ptr _ 3 (y y“senx x)+(3xy +2ycosx)dy 0
entonces tenemos: M =3p2 = 2senxy ¢
—c-ilv—[x 3w]=3x2 & '
N =3 2
Integrando & y* +2ysenx
de x w j3x dx
dx i—y3-—yzsenx -X
5 3x° 174
xXw = +c &
3 = =3xy* +2ysenx
x* &
w =—3—+cx i
x f(x,y)ij(x,y)dx+g(y)
w=1+cx s
f(x,y):](y ~ y *senx mx)dt +g(y)
*EXACTAS* flx.y)=fyidx ~ [ (p2senx —x Yix + g (»)
. ) Por partes
Problema 1, Seccioén 2.4 (D. G. Zill) 2
U=y dv = senxdx
M4 ( N du =2ydu V = -C0SX
2x + +{3y ~1dy =0
( M +(y -1y flx,y)=y"x +y?cosx -—~Jcosx2ydy-»_[xdx +g(y)




T ———

ECUACIONES DIFERENCIALES

f(x,y)=y"x +y’cosx —jcosxl\u{\- -

%;+300

S{x,y)=y"x +3y? cosx ~cosxy’ -
2

Sral)

fry)=yx -Z—+g(y)

2
-Q%%£l=3y2+g1yﬁ$3y2+gif)=

3xy? +2y cosx
Ig'(J’)=_[2y cosx = g(y )y cosx

fle,y)=y’x +y?cosx —cosxy’ -
2
%+y2cos:c =C

2
flx.y)=y’x m%wcosx =C
Ecuaciones de Segundo Orden

Problema 11, Seccion 6.1 (D. G. Zill)

x2y"+5xy'+4y =0

Por Cauchy-Euler

y=x" y'=mx™
y'=m(m-x™"?

Sustituyendo:

x*(m —Umx ™2 +5xmx ™" +4x™ =0

(m—-mx™ +5mx™ +4x™ =0
(mz—m)x”'-i-Smx"' +4x™ =0
(mz—-m +5m +4)x”‘ =0
(m®+4m +4)x™ =0

m?+dm +4=0
(m+2)m+2)=0

y=Cx?+Cx?Inx

Problema 1, Seccion 4.5 (D. G. ZilD)

y'"+y =secx

y'+y =0
m’+1=0

Mi=-2

M2=-2

Por Huler senx cosx

Senx Cosx

W (senx ,cox )= o5 —some

fx)=secx
/()]

u':(x):—mw
wh(x) —cos;/secx
wi(x)=1=>u(x)=x

i

u'z(x)=&115€__§f_

u'z(x ) ~ J‘ SENX dx
COSx

4

1'2(x ) = In|cos(x )I
¥ ,{x Jxsenx +In{cosx)
y =C,senx +C, cosx +xsenx +

In(cosx jcosx

b2



ECUACIONES DIFERENCIALES

APLICACIONES
Problema 17 Seccion 3.2 (D. G. Zill)

A un circuito en serie en el cual fa
resistencia es de 200 Q y la capacitancia
es de 10™'F ge le aplica una tension de
100V. Calcular : g(x) en el capacitor si
q(0)=0 y obtener la cormiente i(1).

El circuito queda:

Sabemos que :
2005 UMk -
Lﬁ =} Inducf
dyv
I Ri =V Resiste
1

g—=V Capac
c

Por Leyes de Voltajes de Kirchoff (LVC):

enfonces

a0 ,, 4
f(f) = -d_tR +~E
dividiendo entre R
f._40 . 9
R dt CR
@ g9 _f

B L
d CRR neal

ﬂ(x):'-‘ejp(')d =e(f%} - 30

e

501 — 564 F - F 30
e q(t)—je Edt ——ﬁfe ‘dt

I

e¥g(r)=m = L _001e™
200 50
g({t)=001+Ce =501
g(0)=
0=001+Ce™
C =01
R
; z [)“?é - 100—(00])(] .._e—Snr)
R 200
ml_}_i_e—sm
2 20000
o =504
1 [i-e
A=001{1-%V=——
ncig() (3)2[2)
t 1 s o0
or “5—( ~l+e )

Problema 12 Seccion 3.2 (D. G. Zili)

Un termometro que esta en el interior de
una habitacion se lleva al exterior donde
la temperatura del aire es de 5°F después
de un minuto el termometro marca 55°F y
a los 5 minutos marca 30°F. ;Cual es la
temperatura inicial de la habitacion?

Solucién: Por la Ley del Enfriamiento de
Newton.

dT Is

—— =k~

a <)

donde T= temperatura del objeto

ta= temperatura ambiente

—d? =—k ~ki —> Ec. Lineal
dt
Plt)=~k

p(t)zeﬁjm e ®



ECUACIONES DIFERENCIALES 4

%(Te R R

Integrando:

Te™ :*-iaj‘ke"h
Te™ =t e™+C
T =t,+Ce"

aplicandolo en el problema;
t(1=55°F

t(5)=30°F

HA)y=5°F

(1) 55=5+C¢* 1 minuto
(2) 30 =5+Ce** 5 minutos
(1) 50=Ce*

(2) 25=Ce™

¢

e
igualando las ecuaciones:
50Ce™ =25Ce*

50Ce* =25

sacando logaritmo
Clhhe* = ln(l)

2
K=017

Sustituyendo en la formula:

t(4)=5+5426 =64.26 0 F

SERIES

Problema 13 Seccidén 6.3 (D. G. Zill)

L :
4xy +5 y'+y =0 cero punto singular regular

proponemos:

y = ianx H+r
n=(}

_}"':'- ian(n +I‘)X' ntr-
n=0

Y= ian(n +rfn+r -1t
m=l}

Sustituyendo en la ecuacion original:

5140_,,[11 +rin+r—1p" 4
n=0

o a o3
ZJ—(H +r )" +Zanx " =0
2 n={}

n=0

x ‘{Z%:,,(n +r)n+r - 4
n=0 #

Z%ﬂ(n +r Y +Za"x ":l =0

n={) n=0

haciendo los corrimientos

4ayr(r -—1)+529~r +Z4an(n +r)n+r-1x"" +

a B o
~2—”—(n +r " +§a”x" =0

[M1s

It
-

n

| —

4qa ~14+-2r =0 2_._; =
o"(" ) 2":] 4r r=0

a0[4rkr~1)+%]m0 r(4r-——§—)z()



ECUACIONES DIFERENCIALES 3

4r% —4r +%=0 r=0 r:% y:Zanx" y'mZnanx""'
=0 n=1
k=n-1 n=k+1 © ,
o "= ¥y (n—1jra x "
Zflesl,,(r1-{~r)(ﬂ+r—1):r(""t Y nz=2( e
n=l
v 4y rl N e Sustituyendo en la Ec. Original:
+Y 2(n+r +})ax"" =0
EAR m .
k=n-1 k=0 (x 2 —l) n(n ~1ja,x "2+ 4x Zna”x nel
=2 n=l
D Aay(k+r Yk +r)c” 23 ax" =0
x=0 =0

wm k 3 - < n 3 -
+§ : {(k+1+r) +k§akx =0 ;n(n——l)a,,x -§n(n—l)a,,x 2

-]

Z[‘*%(k +1)k +r)+~q—"——(k +1+7)

+]
ko) 2

Minanx " — 25:anx =0
n=l

n=0
k . .o
+a, ]-" =0 haciendo corrimientos

2 3 3 2
-6 — -3 _ -
4a, (k + 1)k +r)+-~—a“‘ (k+1+7)+a, =0 ax " ~12a,x" +8a,x ax —2a,x* =0
2 ——6(13x2--12a4x3+6a3x2-~2a1x =0

da, (k +1)(k +r)+é~am(k +14r)+a, =0 124, +6a, =0 =>—2a, +a, =0

2(4(k +1){k +r)+1)a, 6ay ~2a, =0 = 3a, —4 =0
et =
kol k=n =2 k=2 n=k+2
s(kz +kr+k+r+l)a£_ x o N
Fn = E+1+r Z_;"("-I)GRX""Z;'I(”—I)G,,X” +
Dindole valores a k (k=0,1,2,3..n) y 43 nax - S =
sustituyendo el valor de r queda: n=2 n=2
k=n k=n

¥ mae(l-—étxz +§——x4)

S k(k -t -3 (k +2)(k +1)a,,x* +
k=2 k=2

Problema 19 Seccion 6.2 (D. G. Zill) 4; 4ka,x* ——;-’-akx =0
(x3 —~I)y"+4xy'—-2y =0 Z[k(k ~Dax* -(k +2)k +1)a,,, +
P

o proponemos dkax* —2a,‘]x" =0




ECUACIONES DIFERENCIALES 6

(k(k —1)+4k - 2)a, —(k +2)(k +1)a, , =0 f’}= ~'(0)~5(0)+5°y (0)- 4~y (0) + 5y (s)]

(k2 —k +4k ~2)a, —(k +2)k +1)g, , =0 +4y(s)
(k2 +3k —2)a, —(k +2)(k +1)g., =0 N
(k*+3x-2) —s+5%p(s) +4 =49y () 44y (s)= =5
Qg =y, k=0123,.. . .n P
(k +2)(k +1) Y5 —4s +4]=S +(s-a)
—2a, +a, =0 3a,—a, =0 s
N 4 2 3 1
a, =3a, ay =d, y(s)= 6 2+@#4Z
k=0 s'(s=2) (s-2)
2 Lif *g}=F(s)Gls)
a4y = =y =~y -
- 6 S {s-

k=1 y(f)ﬁ{' o 2}%!{ 2}

(1+3-2) s*(s-2) (s-2)
y = ————& =—4q

6 3 = 71 31 % -t 1 4] §-2 2
=], vy L 3 + 5= 5

k=2 s (s-2) (s-2) (s-2)

446~
ad..":-(—-—i?m%.).azzaz

a3 . 1 S0 ) 1

e

(9+4-2) 1 o 2
ds = 20 a3:503 ¢ (te ")-{-6217“2(!6 ‘)
k=4 y(i):t482’ e 4 2e?

(16 +12-2) 13 13
a5 =g, = ——a, =—qa,
40 20 20

y =-a, +a, (1 + _3}‘_+_:1.£+_ ) ,)ﬂzz (1 + %+, . ] Problema 1 Seccion 7.3 (D. G. Zill)

d
y(0)=0 —%—wzl

LAPLACE @
) tpy)=rg)
i Problema 8 Seccién 7.3 (D. G. Zill) usando
‘. d
y'-4y'+ay =1’ L{ﬁ%é}'(-f')*}*@)
usando ’ {
L{f”(f)}ms”f(s)—-s"’if(())-s”'f'(())- 53’(3)*1“5’(5):‘;

j - f(n—l)((}) .(S-—I)y(s ;:_I_i:s‘m
| e 8




ECUACIONES DIFERENCIALES

T+s
yis)= s(s~1)
por fracciones parciales

4 B
)=
1+ 4 B

s{s~1) s s—1
1+5=A(s ~1)+B(s)
haciendo s=0 y s=1
1=A4(-1)+B(0)

I=—A=A=-1
s=1
2=5
B=2
2
Y=
1




L.os preblemas resueltos estin propuestos en los signientes libros:

Matematicas Avanzadas para Ingenicria
Volumen I

Peter V. O" Neil.

CECSA.

Ecuaciones Diferenciales Aplicadas.
Spiegel.
Prentice Hall.

Ecuaciones Diferenciales.
Zill,
Iberoameérica.

Problemas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.
G. Makarenko.
Quinto Sol.



